Géométrie analytique de l’espace 
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TD-Géomeétrie analytique de l'espace 
EXERCICES D’APPLICATIONS 
AVEC SOLUTIONS 


Exercice1: Soient B (i; j; k) une base de V, 
u(1;—1;2) et v(-2:2;-4) et w(1;1;2) 
1)étudier la colinéarité des vecteurs u et v 


2)étudier la colinéarité des vecteurs u et w 


LUZ 1 —2 
Solution :1) =2-2-0 --44+4=0 
= 2 >. À 
—] 2 E = 
et et | =4-4=0Donc u et v sont 
colinéaires 
—] 1 
2) =-2-2=-4#0 
2. 2 


Donc u et w sont non colinéaires 
Exercice2 :Soit l'espace (€) muni d'un repère 


(oi: j; k) : et considérons les points 

A(1:2:1) et B(2;1;3) etC(-1:4-3) et D(2;3;3) 
1. étudier l'alignement des points A, B et C 

2. étudier l'alignement des points A, B et D 
Solution? :1) AB(2-1:1-2;3-1) AB(1;-1:2) 
AC(-1-1,4-2;-3-1) > AC (-2;2;—4) 

-1 


2 l 
54-420 et 
2 


=_4+4-0(0 et 
—À 4 


I —2 
=2-2=Ù 
-1 2 


Donc 4, B et C sont alignés 

2) AB(2-1;1-2;3-1) © AB(1;-1;2) 
AD(2-1;3-2;3-1) © AD(1;1;2) 

-] 1 
2 2 
alignés 

Exercice :Soit l’espace (£) muni d'un repère 
(0;i; j; k) : et considérons les points 
A(1,-2,1);B(-1,0,1);C(0,1,0)etE (7,6,1) 


1. Vérifier que les points 4, B et C sont non 
alignés 


=-2-2--440 Donc A, B et D ne sont pas 
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Que pouvez-vous dire des points A, B et E. 

2. Déterminer le point D pour que le quadrilatère 
ABCD soit un parallélogramme. 

3. Déterminer le centre de ce parallélogramme. 


Exercice3: B (5 j; k) une base et Soient 
u(2;—4;3) et v(-1;1;2)et w(3;1;—1) 
Trois vecteurs 


Est-ce que les vecteurs u et v et w sont 
coplanaires ? 


Solutions : 
2 -1 3 
ue 1 | -1 3| 13 
det(u;v;w)=4 1 1-2)  |-(4) +3 
_. ) =] 2 -] |1 1 


det{u;v;w)=2(-1-2)+4(1-6)+3(-1-3)=-38 # 0 


Donc les vecteurs u et v et w sont non 
coplanaires 
Exerciced :Considérons les vecteurs 


u(2m+1;,3:2-m) et v(-1:2;3)et w(-3;1;2) 
déterminer le réel m pour que les vecteurs 
u et v et w soient coplanaires. 


Solutiond:u et v et w sont coplanaires ssi 


det{u;v;w) =0 
2m+l -1 -3 _ | à 
detfmw)=| 3 2 1 f= (2m), A Me, i 
2-m 3 2 


Ssi I(2m=+1)-21+5(2-m)=0 6 -3m=10 5 m=-> 
Exercice5 :Résoudre dans R? le système : 
XYZ A 
x—y+3z=3 
=y F 2yTZ==] 


Exercices : On calcul: 


2 1 -i 
-1 3 |l -i l — 
A=|1 -1 3|=2 —] +] =-1520 
2 1 12 1 — 
—] 2 1 
Ona: A#0 
2 1 -l 
3 -1 3 
4H 2 11 25 5 
A A -15 
2 2 -I 
1 3 3 
A |1 -1 1f 2 
Fg Dr 
A A 15 
24 dl 2 
1 -1 3 
-bE 2 | 212 4 
A A -15 5 
Donc : $ = ae 
3 15 5 
Exercice6 : soit la droite (D) 
x=-3+2k 
de représentation < y = -—k (keR): 
z=4+4k 


1)Est ce que B (3 ;2; 5 ) appartient à (D) ? 
2)déterminer un point de la droite (D) et un 
vecteur directeur de (D) 

Solution 6:1)B (3 ; 2 ; 5 ) appartient à (D) si et 
seulement si il existe k tel que : 


3=-3+2k pa 3 
2=- S 
5=4+4k Le 


Ce qui est impossible HR B n'appartient 

pas à (D). 

2) la droite (D) passe par le point A(—3;0;4) 

et u(2;-1;4) est un vecteur directeur de (D) 
Exercice7 : soient les points A(—1;1;0) 

et B(2;-1;1) et C(0;-1:2) 

1)Déterminer deux équations cartésiennes de la 
droite(AB) 


2)Est-ce que point C(0;-1;2)e(AB) ? 
Solution7 : AB (3;—2;1) 
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Xl Jal 1 
—2 

cartésiennes de la droite(AB) 

On remplace les coordonnées de C dans les 
équations de la droite(AB) 


Et puisque : + 


Donc : =. € les deux équations 


(AB) 


Exercice8 : soit la droite (D )définie par les 
deux équations cartésiennes : 
2x-1 y+1 3-4z 

3 4 4 
1) déterminer un point et un vecteur directeur u 
de la droite (D) 


2) déterminer une représentation paramétrique 
de la droite (D) 


2x-1 y+1 3-4 
Solution : 1) A 
3 4 4 
2] y-(-1) 4 
= = ——sS 
3 À —] 
"2 7-1) C4 
6 8 -2 


| 1 3 
(D) la droite passant par le point af ž-sž] et 


de vecteur directeur u (6;8; —2) 


X= = 6k 

2 
y=-1+8k (keR): 
Z = 2 ak 

4 
Exercice9 : déterminer une représentation 
paramétrique du plan passant par les points : 


A(2;—1;—-3) et B (0;1;4) et C(-3;0;0) 


2)une représentation est : 


Solution9 : ABC est le plan passant par 
A(2;—1;-3) et AB(-2:2;7) et AC(-5;1;3) 
Sont deux vecteurs directeurs 

Donc une représentation paramétrique du plan 


x=2-2t-5ť 
ABC est:},_-_j;44, (tER)et(reR) 
z=-3+7t1+3t 


Le dernier système est une représentation 
paramétrique du plan (ABC) 


IN 


Exercice10 : déterminer les coordonnées d'un 
point du plan (P) ainsi que les coordonnées de 


deux vecteurs directeurs du plan suivant définit 
par une représentation paramétrique : 


x=3+2i-d4s 
(Phiy=2+4-s 
z= 5i- 5s 
Solution10 : 
x= 5+2- 4s 
yadti=s 
z= ĥi- ĵe 


x=i+ait-ds 
yadtli=ls 
z=0 +5ż-55 


vous pouvez alors en déduire que c'est un plan 
passant par le point 
A et de vecteurs directeurs xet ¥ : 


5 A -4 
A | 2 a |] v|-1 
i 5 = 


Exercice11 : Déterminer l'équation cartésienne 
du plan P(A;u;v} qui passe par A(1;-3;1) et de 
vecteurs directeurs u (—2;4;1) et v(—1;0;2) 


Solution11 : M (x y:2) = pla) e det{ AM ;u;v| =0 


AM (x-1; y+3;z—1) 


x-1 2 + 
40, 2-1, 2 1 
ps | 0e) 043] He, EE 
m 


B(x-1)+3(y+3)+4(z-1)=0 &8x-8+3y+9+4z-4= 
(P):8x+3y+4z-3=0 


Exercice12 :Soient les droites (D,)et (A, )de 
représentations paramétriques respectives 


x=-2+k x=-1-1 
(D ){y=2-2K(kKER) (A){y=21  (reR) 
z=4+k zalt? 


Etudier la position relatif de (A, ) et (D,) 
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Solution12 : on a : u(1;-2;1) un vecteur 
directeur de (D,)et v(-1;2;1) un vecteur 
directeur de (A) 


| -] a 
et puisque : | -220 les vecteurs u et v sont 


non colinéaires donc les droites (A, ) et (D,) 


sont non parallèles 
on va déterminer l'intersection de (A,) et (D) 


Donc on va résoudre le système suivant : 


—2 +k = -1 -t t+k=l1 

t+k=l1 
2—-2k=2t Sit+k-=1< 

t-k=3 
4+k=l1+t t-k=3 


2t=4 t=2 
& © On remplaçant t=2dans 
t-k=3 k=-1 


l'équation paramétriques de (A, )On trouve : 
x = —3 
y=4 Donc les droites (A) et (D,) se coupent 
= 
en E(-3;4;3) 
Exercice13 : Soient les droites (D, et (A,)de 
représentations paramétriques respectives 


x=1+k x = 2t 
(D,)!y=-2-k (keR) (A)l5=1-1 (teR) 
z=2+3k z=3+t 


Etudier la position relatif de (D, )et (A,) 
Solution13 :on a u(1;—1;3) un vecteur directeur 


de (D, )et : v(2;-1;1) un vecteur directeur de 
(A) 


1 2 TS 
et puisque : En les vecteurs u et v sont 


non colinéaires donc les droites(D, jet (A,) sont 
non parallèles 
on va déterminer l'intersection de (A) et (D) 
Donc on va résoudre le système suivant : 
1+Kk = 21 k—2t=-1] 
-2-k =1-t &;k-t=-3 =d 
2+3k =3+1t 3k—-1=1 


fe 
> 
+= 2 


vérifie pas l'équation 3k-t=1 


k—2t=-] 
k —1t = -3 


mais le couple (k;r)=(-5;-2)ne 


IC 


Car : 3(-5)-(-2)=-13 +1 
Donc le système n'admet pas de solutions 
Donc les droites (A) et (D, )sont non 
coplanaires 
Methode? : on a (D,)passe par A(1;-2;2)et de 
vecteur directeur de u(1;-1;3) 
et : (A, )passe par B(0:1;3) et de vecteur 
directeur de 
AB(-1;3;1) on va voir si les Les vecteurs 
u(1;-1;3) et v(2;—1;1)et AB(-13;1) sont 
coplanaires ?? 
—] 1 2 
det( AB;u;v) = 3 -1 -lļ=- 
1 3 1 


-1 -1 | 2 |1 2 
— + 
3 1 3 1| |-1 -1 


det( AB;u;v)=14#0 Donc les vecteurs u et y 


et AB sont non coplanaires 
Donc les droites (A) et (D, ) sont non 


coplanaires 
Exercice14 :Soient les droites (D,)et (A, )de 


représentations paramétriques respectives 


x=1+k x = 2t 
(D)ly=-2 (ter)  (Aa)ly=1 (re) 
z=2-1Kk 2321 


Etudier la position relatif de (D,)et (A) 
Solution14 : on a (D,)passe par A(1;-2;2) 
et de vecteur directeur de u (1;0;—1) 

et : (A, )passe par B(0;1;3) et de vecteur 
directeur de v(2;0;-2) 

on peut voir que les Les vecteurs u(1:0;-1) 
et v(2:0;-2) sont colinéaires 

Car : v =2u Donc les droites (D, )et (A,)sont 


parallèles 
On remarque aussi que : A g (A,) 


Donc les droites (D, )et (A, )sont strictement 
parallèles 
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Exercice15 : L'espace est muni d'un repère (O; 
Fiji). 

Soient les droites (D, )et (D, )de représentations 
paramétriques respectives 


x=k-3 x=—2t+1 
(D,){y=-k+3(kKER) (D,)sy=2t-1 (teR) 
z=? 2 


Etudier la position relatif de (D,)et (D,) 
Solution15 : on a (D,)passe par A(-3;3;2) et 
de vecteur directeur de u (1;—1;0) 
et(D,)passe par B(1;-1;2)et de vecteur 
directeur de v(-2;2;0) 

on peut voir que les Les vecteurs u (1;—1;0) 
et v(-2,2;0) sont colinéaires 

Car : v = -2u Donc les droites (D, )et (D,) 


Sont parallèles 
On remarque aussi que : 


—3 =-21 +1 27 
AE(D,) car 43=2%-1 <42=1 
22 2=2 


Donc les droites (D,)et (D,) sont confondues 


Exercice16 : Soient les droites (D) et (D’) de 
représentations paramétriques respectives : 


x=k x=-2+6K 
(D) 4 y=1-k (KER) (D) 4 y=-3-12k' (K €R) 
z=3-2k z=4+3k' 


Etudier la position relatif de (D)et (D') 
Solution16 : 

M(x;y;z) appartient à (D) et (D') si et seulement 
si il existe k et k’ réels tels que : 


[ee JErx | k=0 
tks SE 11-27-50 k=- 
| 3—2K=4+3K 3—-2k-4+3K J-A -Arik 


Cette dernière égalité sert à vérifier notre 
résultat : 
3-2k=3-0=3 et 4+3 =4-1=3. 


k=0 et K= . donc (D) et (D') possèdent un unique point commun C 


Dont les coordonnées peuvent être calculées à 
l'aide de k ou k’ : C(0:1:3) 


le 


(D) et (D') sont alors contenues dans le plan (P) x=-4+5 
passant par C et de vecteurs directeurs 


g i y=-1-21 
u(1;-1;-2) et v(6;—12;3) on a M(xy:z)e(D,)n(P)S&KEeR/ Je 
Exercice17 :Soient la droite (D,) de E EEE, 
x=—4f+2 x=-4+51 x=—4+5t 
représentations paramétrique(D,){y=2-1 (teR) = re 
Z=) = z=-3+t 7 z=-3+1 
et le plan (P) d’équation cartésienne: (-4+5)+3(-1-2)+-3+1+4=0  |-6=0 
(P) :3x+2y+z+1=0 Donc le système n'admet pas de solutions 


le plan (P. 
Etudier la position relatif de (D,)et (P) donc (D,) ne coupe pas le plan (P, ) 


Solution17 : Donc (D, }strictement parallèles a(P,) 
on a (D,) est de vecteur directeur u (—4;2;3) Exercice19 : : 
Et on a : 3(-4)+2x2+3 +0 L'espace est muni d'un repère (O; if: Æ) 


Soient deux plans (P) et (P') d'équations 
cartésiennes: 
(P):2x+y-z+2=0 et (P'):3x+y+4z-1=0 


donc (D,)) coupe (P)en un point unique 
on a M(xy;:z)e(D)N(P)S 3k eR/ 


x=-—41+2 x=—4f+2 , 
Etudier la position relatif de (P)et (P') 
y=2t-1 y=2t-1 
ne 2 1 
z=3t z= it Solution19 : on a : |. |--1+0 donc (P) et 
3x+2y+2+1=0  |3(-41+2)+2(25-1)+3+1=0 
ei (P') se coupent suivant une droite (D) 
-2 Déterminons une représentation paramétrique 
= y=1 donc (D,)) coupe (A) de la droite (D) intersection de(P) et (P') 
223 (D) a pour système d'équations cartésiennes : 
2X+y—-2z+2=0 
au point A(-2;1;3) M(xy2)e(D)e x+y—Z 
, , , 3x+y+4z-1=0 
Exercice18 :Soient la droite (D,) de 
représentations paramétrique EE E E 
x=4+5t et on pose (z =t) 
3x+ y=—4z+1 y =—5z-$8 
(D,){y=-1-2 (teR) 
E x=3+3 
et le plan (P, ) d’équation cartésienne: Donc : (D) 3 y=-8-5t (ER) 
(B):x+3y+z+4=0 z=t 


(D) est la droite qui passe par le point 


Etudier la position relatif de (D, )et (P, ) A(-3;-8:0) et de vecteur directeur (3:-5:1) 


Solution18 :on a (D, }est de vecteur directeur 


2 Exercice20 : 

u(5;-2;1)et on a : 5+3(-2)+1=0 L'espace est muni d'un repère (O;  ;7:#) 
donc (D,) est parallèle a (P,) Soient deux plans (Q) et (Q') d'équations 
on va déterminer l'intersection de (D,) et (P,) |Cartésiennes: 

Donc on va résoudre le système suivant : (Q): ys TENORE 


(2'):(Ē42-2)x-y+42z-2=0 
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Etudier la position relatif de (Q) et (Q') (D) passe donc par le point A(1:-1:0)eta 


(2 —5 
N p v2 pour vecteur directeur 4 m E. 
Solution20 : ona: 2 |=0 et 3 
J l 
2 
1-42 1 m 
2—2 V2 a J 


donc (Q) // (Q') 

et puisque : N2 4-2 

(Q) et (Q')sont strictement parallèles 
Exercice21 : Soient les plans (P) et (Q) 
d'équations cartésiennes respectives : 
(P):x-y-3z-2=0 (Q):2x+y+z-1=0 
Déterminer une représentation paramétrique de 
la droite (D) intersection de (P) et de (Q). 


Solution21 : (D) a pour système d'équations 
cartésiennes : 


X-y-3z-2=0 
2x+y+z-1=0 
Il va donc falloir être capable de passer de ce 


système à une représentation paramétrique: 
x-y-3z-2=0 


2x+y+z-1=0 


Une technique consiste à prendre une des 
coordonnées comme paramètre, 

par exemple puis à exprimer les deux autres 
coordonnées en fonction de Z. 


Dai jrs 
< | 


Ay+3z+2)+y+2-1-0 © < 3y+7213-0 6 < y=l7 
3 


| peiz 


¿=Z Z= 


tale a 
3 


> s y=-1-22 


LL 


Une représentation paramétrique de (D) est 


1 
3 


donc : (D) y=-1-Ż4 (keR) 


z=0+1k 


Prof/ATMANI NAJIB 


IO 


